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REPRE´SENTATIONS DE L’ALGE`BRE DE LIE
CONFORME SUR L’ESPACE DES DENSITE´S
TENSORIELLES SUR LA SPHE`RE
par Pascal Redou
Re´sume´. — Soit Fλ(S
n) l’espace des densite´s tensorielles sur Sn de degre´ λ (ou, de
fac¸on e´quivalente, des densite´s conformes de degre´ −λn). Cet espace est muni d’une
structure de Diff(Sn)- et de Vect(Sn)-module, et nous de´montrons dans un premier
temps qu’en tant que SO(n + 1, 1)-module, il est infinite´simalement e´quivalent au
module associe´ a` une repre´sentation induite de la se´rie principale du groupe connexe
SO0(n+1, 1), plus pre´cise´ment de la se´rie sphe´rique nonunitaire sur l’espace C∞(Sn).
A partir des proprie´te´s de cette dernie`re, nous classifions selon les valeurs de λ les
sous-(o(n+ 1, 1), SO(n+ 1))-modules irre´ductibles et unitaires de Fλ(S
n).
Abstract (Representations of the conformal Lie algebra on the space of tensor den-
sities on the sphere)
Let Fλ(S
n) be the space of tensor densities on Sn with degree λ (or, equivalently,
of conformal densities with degree λ). This space is embedded with a structure of
Diff(Sn)- and Vect(Sn)-module, and we first prove that as a SO(n + 1, 1)-module,
it is infinitesimally equivalent to an induced module from the principal series of the
connected group SO0(n + 1, 1), precisely from the nonunitary spherical series on the
space C∞(Sn). In function of λ, (g, K)-simple and unitary submodules of Fλ(S
n) are
therefore classified.
Pascal Redou, Institut Girard Desargues, Universite´ Claude Bernard Lyon 1, Baˆtiment
Braconnier (ex-101), 21 Avenue Claude Bernard, 69622 VILLEURBANNE Cedex, FRANCE
E-mail : redou@enib.fr
Classification mathe´matique par sujets (2000). — Ge´ome´trie diffe´rentielle et the´orie des
repre´sentations.
Mots clefs. — Densite´s tensorielles, (g,K)-modules, repre´sentations induites.
2 PASCAL REDOU
1. Introduction et re´sultats principaux
L’espace Fλ(M) des densite´s tensorielles de degre´ λ sur une varie´te´ M est
l’espace des sections lisses du fibre´ ∆λ(M) = |ΛnT ∗M |⊗λ sur M . Cet es-
pace est utilise´ dans les proble`mes lie´s a` la quantification ge´ome´trique, et plus
re´cemment dans le domaine de la quantification e´quivariante. Son introduc-
tion permet par exemple d’e´viter l’e´cueil de la non compatibilite´ de l’action
des ope´rateurs diffe´rentiels avec celle du groupe des diffe´omorphismes de M (et
donc de l’alge`bre de Lie Vect(M)) sur l’espace C∞(M) : l’exemple le plus ce´le`bre
est l’espace des ope´rateurs de Sturm-Liouville A = d
2
dx2
+ u(x), qui agissent de
F− 1
2
(R) vers F 3
2
(R). Il est de meˆme aujourd’hui bien connu (voir par exem-
ple [5]) que les seuls ope´rateurs diffe´rentiels line´aires conforme´ment invariants
(i.e. dont l’action commute avec celle de l’alge`bre de Lie conforme o(n+ 1, 1))
sur Fλ(Rn) sont les “puissances du Laplacien” : pour tout k ∈ N, il existe un
unique (a` constante pre`s) ope´rateur diffe´rentiel line´aire o(p+1, q+1)-invariant
d’ordre k :
A2k : Fn−2k
2n
→ Fn+2k
2n
et il n’existe pas d’autre ope´rateurs diffe´rentiels line´aires o(p+1, q+1)-invariants
d’ordre k ≥ 1 de Fλ vers Fµ.
De la meˆme fac¸on, la classification des ope´rateurs diffe´rentiels biline´aires
conforme´ment invariants a e´te´ recemment effectue´e ([13]), qui ge´ne´ralise la
notion de transvectants ou de crochets de Rankin-Cohen.
Notre travail s’inscrit a` la croise´e de deux champs d’investigation : celui de la
ge´ome´trie bien suˆr, eu e´gard a` la pre´ponde´rance des densite´s tensorielles dans
le domaine de la ge´ome´trie diffe´rentielle, et, partant, de la physique the´orique,
mais e´galement celui de la the´orie des repre´sentations, l’enjeu e´tant la clas-
sification exhaustive des espaces Fλ(M) en tant que Diff(M)-modules (sous-
modules, modules e´quivalents, etc.)
Dans cet article, nous conside´rons pre´cise´ment l’espace Fλ(Sn) des densite´s
tensorielles sur la sphe`re Sn. Le sens ge´ome´trique de cette e´tude re´side dans
le fait que le groupe conforme SO(n + 1, 1) agit naturellement sur Sn, ce qui
confe`re a` Fλ(Sn) une structure de SO(n + 1, 1)-module, et par conse´quent de
o(n + 1, 1)- et de SO(n + 1)-module. Nous ferons naturellement usage de la
classification des repre´sentations du groupe conforme, de´crite par M. Takeshi
Hirai ([9]) ainsi que MM. Klimyk et Gavrilik ([10]).
Donnons quelques pre´cisions sur les re´sultats que nous allons de´montrer et
les me´thodes employe´es :
Rappelons que si G est un groupe de Lie,K un sous-groupe compact de G, et
g et k sont leurs alge`bres de Lie respectives, on appelle (g,K)-module un espace
vectoriel complexe E muni d’une repre´sentation de g et d’une repre´sentation
de K ve´rifiant
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1. (Adk ·X) · e = k ·X · k−1 · e ∀k ∈ K, X ∈ g, e ∈ E
2. pour tout e ∈ E,K ·e engendre un sous-espace vectoriel de dimension finie
F (on dit que e est K-fini), la repre´sentation de K dans F est continue
et on a, pour tout X ∈ k, X · e = d
dt
(exp tX) · e|t=0.
Nous notons a` pre´sentG = SO0(n+1, 1), composante connexe de l’identite´ dans
SO(n + 1, 1), g = o(n + 1, 1), K = SO(n + 1), et H(K) l’espace des vecteurs
K-finis de Fλ(Sn). Le re´sultat final de notre travail est la classification, selon
les valeurs de λ, des sous-(g,K)-modules simples et unitaires de H(K).
Dans un premier temps, nous de´montrons que la repre´sentation du groupe
conforme SO(n + 1, 1) sur Fλ(Sn) est infinite´simalement e´quivalente a` une
repre´sentation induite de la se´rie principale du groupe G = SO0(n + 1, 1),
plus pre´cise´ment de la se´rie dite sphe´rique nonunitaire : notons G = KAN la
de´composition d’Iwasawa de G, ρ la demi-somme des racines restreintes posi-
tives de la paire (o(n+ 1, 1), a), A = expa. Nous conside´rons la repre´sentation
induite par le sous-groupe parabolique minimalMAN de G, en faisant le choix
de la repre´sentation triviale du sous-groupe M = SO(n), centralisateur de A
dans K, et d’une repre´sentation µ de dimension 1 de A. Nous noterons, pour
tout e´le´ment h de A, µ(h) = exp(ν(log h)), ν ∈ a∗. Les notations assimilent un
e´le´ment de a∗ et sa valeur en l’e´le´ment matriciel H = En+1,n+2 + En+2,n+1.
La de´composition d’Iwasawa montre que la repre´sentation induite en question,
que nous noterons IndGMAN (0 ⊗ ν), prend effet sur l’espace des fonctions de
L2(K/M) = L2(Sn), et les ope´rateurs de cette repre´sentation sont donne´s,
pour g ∈ G, par
IndGMAN (0 ⊗ ν)(g)f(k) = exp(−ν(log h))f(kg), avec g−1k = kghn ∈ KAN.
Lorsque ν varie dans C, nous obtenons ainsi les repre´sentations de la se´rie
dite sphe´rique nonunitaire, qui munissent l’espace L2(Sn) d’une structure de
G-module. Nous de´signons alors par C∞ν (Sn) le sous-module forme´ des e´le´ments
de classe C∞. Nous de´montrons le re´sultat-cle´ suivant :
The´ore`me 1.1. — Fλ(Sn) et C∞ν (Sn) sont des g-modules isomorphes si et
seulement si ν = nλ, et cet isomorphisme est compatible avec l’action de K.
La de´monstration de ce re´sultat pre´sente l’inte´reˆt (et la difficulte´ !) d’exposer
des calculs explicites sur un groupe de Lie, en l’occurence le groupe conforme,
au moyen notamment de la de´composition d’Iwasawa. Elle s’appuie par ailleurs
sur des conside´rations cohomologiques simples mais d’une grande utilite´.
En utilisant les proprie´te´s des repre´sentations de la se´rie sphe´rique nonuni-
taire, nous classifions dans un second temps les sous-(g,K)-modules simples et
unitaires de H(K). Cette classification est la suivante :
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The´ore`me 1.2. — 1. Si λ 6= l/n pour tout l ∈ Z, ou si, pour n > 1,
λ ∈ { 1
n
, . . . , n−1
n
}, alors Fλ(Sn) contient un unique (g,K)-module simple
H(K), qui s’identifie a` l’espace des polynoˆmes harmoniques en les coor-
donne´es carte´siennes sur Sn. Ce module est unitaire si et seulement si
λ = 12 + iα, α ∈ R∗, ou λ ∈]0, 1[\{ 12}.
2. Si λ = −l/n, l ∈ N, H(K) admet un unique sous-(g,K)-module simple,
de dimension finie, forme´ de ses e´le´ments de degre´ ≤ l. Il est de plus
unitaire pour λ = 0.
3. Si n = 1 et λ = l, l ∈ N∗, H(K) admet deux sous-(g,K)-modules sim-
ples, unitaires et de dimension infinie, dont la somme est l’ensemble des
e´le´ments de H(K) de degre´ ≥ l.
4. Si n > 1 et λ = 1 + l/n, l ∈ N, H(K) admet un sous-(g,K)-module
simple, unitaire pour λ = 0 et de dimension infinie, forme´ de ses e´le´ments
de degre´ ≥ l + 1.
Remarque 1.3. — Le re´sultat obtenu contient e´galement la classification des
sous-quotients simples de l’espace des vecteurs K-finis, ce que la de´monstration
mettra en exergue.
D’autre part, nous obtenons dans le meˆme temps tous les sous-G-modules
ferme´s de Fλ(Sn) (d’apre`s [11], the´ore`me 8.9.), et la connexite´ de G implique
que l’on obtient dans le cas (2) du the´ore`me 1.2 tous les sous g-modules simples
de dimension finie de Fλ(Sn).
Nous commencerons par pre´senter l’espace des densite´s tensorielles sur la
sphe`re, puis la se´rie sphe´rique nonunitaire du groupe SO0(n + 1, 1), pour en-
treprendre ensuite la de´monstration des the´ore`mes 1.1 et 1.2.
2. Densite´s tensorielles
2.1. Structures de g- et K-module. — Soit Fλ(Sn) l’espace des densite´s
tensorielles de degre´ λ ∈ C sur la sphe`re Sn. Cet espace est de fac¸on naturelle
muni d’une structure de Diff(Sn)- et Vect(Sn)-module. En tant qu’espace vec-
toriel, Fλ(Sn) est isomorphe a` l’espace de fonctions lisses a` valeurs complexes
C∞
C
(Sn), mais l’action d’un champ de vecteurs X =
∑n
i=1X
i ∂
∂xi
de l’alge`bre
de Lie Vect(Sn) est donne´e par la de´rive´e de Lie de degre´ λ
LλX = X
i ∂
∂xi
+ λDiv(X),(1)
inde´pendamment du choix du syste`me de coordonne´es. Explicitement, si ϕ ∈
Fλ(Sn), et si nous notons Ω la forme de volume
Ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn,
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la formule (1) se lit
LλX(ϕ(x1, . . . , xn)(Ω)
λ) =
n∑
i=1
(X i
∂ϕ
∂xi
+ λ
∂X i
∂xi
ϕ)(x1, . . . , xn)(Ω)
λ .
L’alge`bre de Lie o(n+ 1, 1) des transformations conformes infinite´simales, que
nous de´signons plus brie`vement par alge`bre de Lie conforme, est engendre´e par
les champs de vecteurs
Xi =
∂
∂si
Xij = si
∂
∂sj
− sj ∂
∂si
X0 =
∑
i si
∂
∂si
X¯i =
∑
j(s
2
j
∂
∂si
− 2sisj ∂
∂sj
)
(2)
ou` (s1, . . . , sn) sont les coordonne´es ste´re´ographiques sur la sphe`re S
n.
Nous conside´rons l’espace Fλ(Sn) comme un g = o(n+1, 1)-module, au moyen
de la formule (1) et des champs de vecteurs (2). D’autre part, nous de´duisons
de l’action du groupe Diff(Sn) celle du sous-groupe K = SO(n+1), donne´e par
la repre´sentation dite re´gulie`re a` gauche
(k0 · f)(k) = f(k−10 k),(3)
ou` k0 ∈ K, k ∈ Sn ≃ SO(n + 1)/SO(n). La structure de K-module de Fλ(Sn)
est donc ainsi explicite´e.
Nous de´crivons ci-apre`s comment nous pouvons utiliser les coordonne´es
carte´siennes pour de´crire la structure de g-module de Fλ(Sn), ce dont nous
ferons usage par la suite.
2.2. Module des fonctions homoge`nes sur Rn+1 \ {0}. — Nous notons
C∞−λ(n+1)(R
n+1 \ {0}) l’espace des fonctions lisses sur Rn+1 \ {0}, homoge`nes
de degre´ −(n+ 1)λ, i.e. telles que
f(αx0, . . . , αxn) = α
−(n+1)λf(x0, . . . , xn), ∀α ∈ C.
Cet espace est naturellement muni d’une structure de Vect(Rn+1)-module, l’ac-
tion d’un vecteur e´tant donne´e par la de´rive´e de Lie le long de ce vecteur.
De´signons par C∞−λ(n+1)(R
n+1 \ {0}|Sn) la restriction de cet espace aux fonc-
tions sur Sn. Nous lui attribuons une structure de Diff(Sn)-module, he´rite´e de
celle de Fλ(Sn), de la manie`re suivante :
Proposition 2.1. — ([14]) L’espace Fλ(Sn) est isomorphe en tant que
Diff(Sn)-module a` l’espace C∞−λ(n+1)(R
n+1 \ {0}|Sn).
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Explicitement, si ϕ ∈ Fλ(Sn) et si nous notons t1, . . . tn les coordonne´es pro-
jectives sur Sn et x0, x1, . . . , xn les coordonne´es carte´siennes sur R
n+1, cet
isomorphisme, que nous appelons rele`vement, est donne´ par
ϕ(t1, . . . tn)(dt1 ∧ · · · ∧ dtn)λ 7−→ ϕ(x1
x0
, . . . ,
xn
x0
)(x0)
−(n+1)λ.(4)
Bien entendu, il correspond a` ce rele`vement un “rele`vement des champs de
vecteurs”, faisant correspondre aux champs (2) qui agissent par la de´rive´e de
Lie de degre´ λ sur Fλ(Sn), des champs de vecteurs en coordonne´es carte´siennes,
qui agissent par la de´rive´e de Lie standard (degre´ 0) sur C∞−λ(n+1)(R
n+1 \ {0}).
N’en ayant pas ici l’utilite´, nous n’explicitons pas ces champs.
2.3. Polynoˆmes harmoniques. — Par la suite, il nous sera ne´cessaire de
nous placer alternativement dans chacun des espaces C∞−λ(n+1)(R
n+1 \ {0}|Sn)
et Fλ(Sn), utilisant a` cette fin l’isomorphisme que nous venons de de´crire. Nous
ferons en particulier un large usage des polynoˆmes harmoniques dans Rn+1|Sn ,
i.e des polynoˆmes en les n+1 variables re´elles x0, . . . , xn, restreints a` la sphe`re
et appartenant au noyau du Laplacien standard
∆ =
∂2
∂x20
+ · · ·+ ∂
2
∂x2n
.
Parmi ces polynoˆmes, nous conside´rons en particulier les e´le´ments
ψil = (x0 + ixi)
l,
ou` nous avons note´ i =
√−1. Afin d’expliciter un exemple concret, mais aussi
parce que nous en aurons besoin, montrons comment ψil peut eˆtre conside´re´
comme un e´le´ment de l’espace Fλ(Sn) : a` l’aide de la relation x20+ · · ·+x2n = 1,
nous obtenons
ψil =
(x0 + ixi)
l
(x20 + · · ·+ x2n)
l
2
+λn+1
2
,
et ve´rifions facilement que ψil ∈ C∞−(n+1)λ(Rn+1 \ {0}|Sn).
Remarque 2.2. — L’action d’un e´le´ment de l’alge`bre de Lie o(n + 1) sur
ψil ne fait pas intervenir λ : il suffit d’appliquer un ope´rateur infinite´simal
xk
∂
∂xl
− xl ∂
∂xk
de o(n+ 1) pour s’en convaincre.
Utilisant maintenant l’isomorphisme (4), nous obtenons l’image de ψil dans
Fλ(Sn) :
ψil =
(1 + iti)
l
(1 + t21 + · · ·+ t2n)
l
2
+λn+1
2
(dt1 ∧ · · · ∧ dtn)λ
(par commodite´ nous la de´signons aussi par ψil), cette expression e´tant
e´videmment donne´e en coordonne´es projectives. Il nous reste alors a` ap-
pliquer les champs (2) exprime´s dans ces coordonne´es, si nous souhaitons
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obtenir les images de ψil par l’action des champs de o(n + 1, 1). Utilisant
a` nouveau (4), nous obtiendrons les expressions de ces images dans l’espace
C∞−λ(n+1)(R
n+1 \ {0}|Sn).
3. Repre´sentations de la se´rie sphe´rique nonunitaire
L’ide´e principale de notre travail de classification re´side dans l’identification
de Fλ(Sn) comme module induit : il s’agit d’un module de la se´rie principale
des repre´sentations du groupe SO0(n + 1, 1), plus pre´cise´ment de la se´rie dite
sphe´rique nonunitaire. Nous de´crivons ci-apre`s la construction de cette se´rie
(que l’on trouvera expose´e dans l’ouvrage [16] de MM. Klymik et Vilenkin).
3.1. Description. — Avant de conside´rer plus pre´cise´ment le groupe con-
forme, nous donnons quelques re´sultats ge´ne´raux. Soit G un groupe de Lie
line´aire non compact,K son sous-groupe compact maximal. On note g l’alge`bre
de Lie de G, et k celle de K, qui est une sous-alge`bre de g. Il existe dans g un
isomorphisme involutif θ, l’involution de Cartan, pour lequel k est le sous-espace
stationnaire. Le sous-espace {X : θX = −X} dans g est note´ p. Nous avons
alors
g = k+ p.
Cette de´composition se transforme par l’application exponentielle g −→ G, en
la de´composition G = KP de G, ou` P = exp p.
Soit a une sous-alge`bre commutative maximale de p. La dimension de a est
appele´e le rang de g et de G. Le sous-groupe
A = exp a
est commutatif.
Les ope´rateurs de repre´sentation adjointe adH , H ∈ a, sont anti-hermitiens
pour le produit
〈X,Y 〉 = −Tr(adXad(θY )), X, Y ∈ g,
et par conse´quent nous avons la de´composition
g = g0 +
∑
γ
gγ ,(5)
ou` g0 est le noyau de l’ope´rateur adH et gγ correspond aux valeurs propres
γ(H), H ∈ a. La de´composition (5) est orthogonale. Les formes line´aires γ sont
appele´es racines restreintes de la paire (g, a), et les sous-espaces gγ sont les
sous-espaces radiciels.
Si H1, . . . Hl est une base de a, et si le premier nombre non nul dans la suite
{γ(H1), . . . , γ(Hl)} est positif (resp. ne´gatif), alors la racine γ est dite positive
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(resp. ne´gative). La dimension de gγ est appele´e multiplicite´ de γ, et est note´e
m(γ). Posons
ρ =
1
2
∑
γ>0
m(γ)γ.(6)
La somme
n =
∑
γ>0
gγ
est une sous-alge`bre nilpotente maximale de g, et
N = exp n
est un sous-groupe nilpotent maximal de G.
Le groupe G admet une de´composition d’ Iwasawa
G = KAN,
ce qui signifie que chaque e´le´ment g ∈ G peut eˆtre e´crit de manie`re unique
g = khn, ou` k ∈ K, h ∈ A, n ∈ N . De plus l’application (k, h, n) 7→ khn est
un diffe´omorphisme analytique de K ×A×N vers G.
Soit M le centralisateur de A dans K. Le sous-groupe
P =MAN
est appele´ sous-groupe parabolique minimal de G. Un sous-groupe P ′ contenant
P et diffe´rent de G est appele´ sous-groupe parabolique. Un tel groupe s’obtient
par extension de P =MAN en P ′ =M ′AN , ou` M ⊂M ′ ⊂ K.
Soient G,K,A,M,N, P les groupes ainsi de´finis. Nous choisissons une
repre´sentation de dimension 1
µ(h) = exp(ν(H)), h ∈ expH,
du sous-groupe A = exp a. Alors la correspondance
p = mhn 7−→ δ(mhn) = µ(h)
de´finit une repre´sentation de dimension 1 du sous-groupe parabolique minimal
P . Cette repre´sentation induit une repre´sentation IndGMAN (0⊗ν) du groupe G,
que nous noterons par souci de concision Iν , agissant sur l’espace des fonctions
f sur G qui satisfont a` la condition
f(gp) = µ(h−1)f(g), p = mhn ∈ P.(7)
Les ope´rateurs Iν(g0), g0 ∈ G, agissent sur ces fonctions par la formule
Iν(g0)f(g) = f(g
−1
0 g).
Nous appelons ces repre´sentations IndGMAN (0 ⊗ ν) = Iν repre´sentations de la
se´rie sphe´rique nonunitaire.
Si des fonctions f sur G satisfont a` la condition (7), elles sont de´termine´es
par leurs valeurs sur un certain sous-groupe de G : la de´composition d’Iwasawa
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G = KAN montre qu’elles sont de´termine´es par leurs valeurs sur K, et la
relation
f(km) = f(k), m ∈M,(8)
est satisfaite.
Les ope´rateurs Iν(g) sont donne´s par la formule
Iν(g)f(k) = µ(h
−1)f(kg),
ou` h ∈ A et kg ∈ K sont de´finis par la de´composition d’Iwasawa
g−1k = kghn
de l’e´le´ment g−1k.
Le produit scalaire
〈f1, f2〉 =
∫
K
f1(k)f2(k)dk
est introduit dans l’espace des fonctions sur K. La relation (8) signifie que ces
fonctions sont en fait des fonctions sur le groupe quotient K/M .
Les repre´sentations Iν sont par conse´quent re´alise´es dans l’espace des fonc-
tions sur K/M .
3.2. De´composition du groupe SO0(n+ 1, 1). — Pour ce groupe, nous
avons K ∼= SO(n+ 1) : tout e´le´ment de K s’e´crit en effet sous la forme
k =

 R 0
0 1


ou` R ∈ SO(n+ 1).
D’autre part, le sous-groupe A est constitue´ des matrices
hn+1(t) =


In 0
0
cosh t sinh t
sinh t cosh t

 ,(9)
ou` In est la matrice identite´ de type (n, n).
Nous noterons H l’e´le´ment de o(n+ 1, 1) tel que hn+1(t) = exptH . Ainsi,
H = En+1,n+2 + En+2,n+1,(10)
ou` Eij est la matrice dont les coefficients sont les (Eij)rs = δirδjs.
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Le groupeM est isomorphe a` SO(n). Le groupe N est constitue´ des matrices
n(a) =


In at −at
−a 1− ‖a‖22 ‖a‖
2
2
−a − ‖a‖22 1 + ‖a‖
2
2


,(11)
ou` a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, et ||a||2 =
∑
a2j . Nous ve´rifions facilement que N
est ici abe´lien.
En dernier lieu, pour g ∈ SO0(n+1, 1), le parame`tre t de hn+1(t) ∈ A, dans
la de´composition d’Iwasawa g = khn+1(t)n, g ∈ SO0(n+1, 1), est donne´ par t =
ln[x0, gξ0], ou` [x,y] = x
1y1 + · · ·+ xn+1yn+1− xn+2yn+2, ξ0 = (0, . . . , 0, 1, 1),
et x0 = (0, . . . , 0, 1).
3.3. Se´rie sphe´rique nonunitaire du groupe SO0(n + 1, 1). — Nous
avons ici
a = {t(En+1,n+2 + En+2,n+1), t ∈ R},
ainsi les caracte`res du sous-groupe A et, partant, les repre´sentations
IndGMAN (0⊗ ν) = Iν de la se´rie sphe´rique nonunitaire du groupe SO0(n+1, 1),
sont-ils donne´s par un nombre complexe ν = ν(H), ou` H est donne´ par (10).
On notera donc ulte´rieurement ν(H) = ν et ρ(H) = ρ, ρ e´tant de´fini par (6).
Nous avons alors en particulier ρ = n2 .
Puisque, pour SO0(n + 1, 1), nous avons K = SO(n + 1) et M = SO(n),
les repre´sentations Iν sont re´alise´es dans l’espace L2(Sn) des fonctions de carre´
inte´grable sur la sphe`re
S
n = SO(n+ 1)/SO(n) ⊂ Rn+1.
De telles fonctions peuvent eˆtre conside´re´es comme fonctions des coordonne´es
sphe´riques θ1, . . . , θn sur S
n. En effet conside´rons l’e´le´ment P de Sn, de coor-
donne´es sphe´riques (θ1, . . . , θn). Nous avons alors en coordonne´es carte´siennes
(x0, . . . , xn)
P


sin θ1 · · · sin θn
cos θ1 sin θ2 · · · sin θn
cos θ2 sin θ3 · · · sin θn
...
cos θn−1 sin θn
cos θn


.
De plus, l’application
ϕ : SO(n+ 1) −→ Rn+1, ϕ(g) = gen+1,(12)
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ou` en+1 a pour coordonne´es carte´siennes (0, . . . , 0, 1), donne le diffe´omorphisme
SO(n+ 1)/SO(n) ∼= Sn,
puisque le stabilisateur de en+1 dans SO(n+ 1) est donne´ par les matrices

 R ∈ SO(n) 0
0 1

 .
Dans cet isomorphisme, a` l’e´le´ment P ∈ Sn donne´ ci-dessus correspond la classe


R ∈ SO(n)
sin θ1 · · · sin θn
cos θ1 sin θ2 · · · sin θn
cos θ2 sin θ3 · · · sin θn
...
cos θn−1 sin θn
0 cos θn


∈ SO(n+ 1)/SO(n).
Nous allons maintenant de´terminer l’expression
Iν(g)f(k) = µ(h
−1)f(kg),(13)
ou` k ∈ K/M ∼= Sn, g−1k = kghn ∈ KAN, pour g ∈ A et g ∈ N .
Notons ki la rotation d’angle θi dans le plan (ei, ei+1), donne´e par
ki =


1 0 0
0
. . . 0
cos θi sin θi
− sin θi cos θi
. . .
0 0 1


∈ K = SO(n+ 1).
De meˆme, k′i de´signera une semblable rotation, d’angle θ
′
i.
A l’e´le´ment P ∈ Sn pre´sente´ plus haut correspond la classe d’e´quivalence dans
SO(n + 1)/SO(n) de l’e´le´ment k1k2 · · · kn, puisque la n + 1-e`me colonne de
l’e´le´ment k1k2 · · · kn est pre´cise´ment forme´e des coordonne´es carte´siennes de
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P . Nous avons en effet (comme e´le´ment du groupe SO0(n+ 1, 1)),
k1k2 · · · kn =


cos θ1 sin θ1 cos θ2 . . . sin θ1 · · · sin θn−1 cos θn sin θ1 · · · sin θn 0
− sin θ1 cos θ1 cos θ2 . . . cos θ1 sin θ2 · · · sin θn−1 cos θn cos θ1 sin θ2 · · · sin θn 0
0 − sin θ2 . . . cos θ2 sin θ3 · · · sin θn−1 cos θn cos θ2 sin θ3 · · · sin θn 0
...
...
...
...
...
0 0 . . . − sin θn cos θn 0
0 0 1


.
• Conside´rons tout d’abord g ∈ A, g = hn+1(t) comme dans (9), et posons
k = k1k2 · · · kn ∈ K/M . Utilisant alors la de´composition d’Iwasawa et le fait
que g ∈ A commute avec chaque e´le´ment ki appartenant a` M = SO(n), nous
obtenons
g−1k = kghn, h = hn+1(u), n ∈ N,
ou` kg est du type
kg = k1k2 · · · kn−1k′n,
k′n e´tant caracte´rise´e par l’angle θ
′
n, tel que
cos θ′n =
cos θn cosh t− sinh t
cosh t− cos θn sinh t .(14)
D’autre part une identification matricielle directe nous donne g−1k = kghn,
h = hn+1(u), ou`
eu = cosh t− cos θn sinh t.
Enfin, au moyen de l’isomorphisme donne´ par (12), nous obtenons la relation
Iν(hn+1(t))f(θ1, . . . , θn) = (cosh t− cos θn sinh t)−νf(θ1, . . . , θn−1, θ′n),(15)
ou` θ′n est donne´ par (14).
• Conside´rons a` pre´sent le cas g ∈ N , g = n(a), comme dans (11) :
A` nouveau nous posons k = k1k2 · · · kn ∈ K/M , et nous e´crivons la
de´composition d’Iwasawa pour g−1k. Chaque e´le´ment du groupe quotient
K/M = SO(n+ 1)/SO(n) est du type
kg = k
′
1k
′
2 · · · k′nm, m ∈ SO(n).
Un calcul matriciel direct nous conduit a` l’identification
g−1k = kghn ⇐⇒ n(a)−1k1k2 · · · kn = k′1k′2 · · · k′nmhn+1(u)n(α),
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ou` α = (α1, . . . , αn). Il convient de remarquer que u et θ
′
i, 1 ≤ i ≤ n doivent
eˆtre de´termine´s, afin d’obtenir l’expression (13). L’identification ci-dessus nous
conduit aux relations :
eu = 1 +
||a||2
2
+ a1 sin θ1 · · · sin θn + a2 cos θ1 sin θ2 · · · sin θn
+ · · ·+ an cos θn−1 sin θn − ||a||
2
2
cos θn;
cos θ′n = e
−u
( ||a||2
2
+ a1 sin θ1 · · · sin θn + a2 cos θ1 sin θ2 · · · sin θn
+ · · ·+ an cos θn−1 sin θn + (1− ||a||
2
2
) cos θn
)
;
= 1 +
cos θn − 1
eu
;
cos θ′n−1 sin θ
′
n = e
−u(an + cos θn−1 sin θn − an cos θn);
cos θ′n−2 sin θ
′
n−1 sin θ
′
n = e
−u(an−1 + cos θn−2 sin θn−1 sin θn − an−1 cos θn);
...
cos θ′1 sin θ
′
2 · · · sin θ′n = e−u(a2 + cos θ1 sin θ2 · · · sin θn − a2 cos θn)
sin θ′1 sin θ
′
2 · · · sin θ′n = e−u(a1 + sin θ1 sin θ2 · · · sin θn − a1 cos θn).
Ces e´galite´s nous me`nent enfin aux relations de re´currence suivantes :
tan θ′1 =
a1 + sin θ1 sin θ2 · · · sin θn − a1 cos θn
a2 + cos θ1 sin θ2 · · · sin θn − a2 cos θn ;
cos θ′1 tan θ
′
2 =
a2 + cos θ1 sin θ2 · · · sin θn − a2 cos θn
a3 + cos θ2 sin θ3 · · · sin θn − a3 cos θn ;
...
cos θ′n−2 tan θ
′
n−1 =
an−1 + cos θn−2 sin θn−1 sin θn − an−1 cos θn
an + cos θn−1 sin θn − an cos θn ;
cos θ′n = 1 +
cos θn − 1
eu
;
(16)
eu = 1 +
||a||2
2
+ a1 sin θ1 · · · sin θn + a2 cos θ1 sin θ2 · · · sin θn
+ · · ·+ an cos θn−1 sin θn − ||a||
2
2
cos θn.
(17)
En conse´quence, l’action d’un e´le´ment du groupe nilpotent N est donne´e par
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Iν(n(a))f(θ1, . . . , θn) = (e
u)−νf(θ′1, . . . , θ
′
n−1, θ
′
n),(18)
ou` θ′i, 1 ≤ i ≤ n et eu sont donne´s par les e´galite´s (16) et (17).
3.4. Se´rie sphe´rique nonunitaire pour l’alge`bre de Lie o(n + 1, 1).
— Dans cette partie, nous de´crivons la repre´sentation infinite´simale associe´e
a` la se´rie sphe´rique nonunitaire. Notons dIν (ou encore dInd
G
MAN (0⊗ ν)) cette
repre´sentation, qui est donc bien entendu une repre´sentation de l’alge`bre de
Lie o(n+ 1, 1).
Conside´rons tout d’abord l’e´le´ment H = En+1,n+2 + En+2,n+1. Nous avons
hn+1(t) = exp(tH),
ou` hn+1(t) est donne´ par (9), si bien que
dIν(H)f(θ1, . . . , θn) =
d
dt
(
Iν(hn+1(t))f(θ1, . . . , θn)
)
|t=0.
A l’aide de (15) nous obtenons directement
dIν(H)f = ν cos θnf + sin θn
∂f
∂θn
.(19)
Nous conside´rons a` pre´sent les e´le´ments de l’alge`bre de Lie nilpotente n ⊂
o(n+ 1, 1),
ni = Ei,n+1 − En+1,i − Ei,n+2 − En+2,i.
Ces e´le´ments constituent une base de n, et nous avons, pour n(a) de´fini par
(11),
n(a) = exp(a1n1 + · · · annn),
de telle sorte que
dIν(n1)f(θ1, . . . , θn) =
d
dt
(
Iν(n(a1, 0, . . . , 0))f(θ1, . . . , θn)
)
|a1=0
dIν(n2)f(θ1, . . . , θn) =
d
dt
(
Iν(n(0, a2, 0, . . . , 0))f(θ1, . . . , θn)
)
|a2=0
...
dIν(nn)f(θ1, . . . , θn) =
d
dt
(
Iν(n(0, 0, . . . , 0, an))f(θ1, . . . , θn)
)
|an=0.
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Au moyen des expressions (16), (17) et (18), nous aboutissons aux re´sultats
suivants :
dIν(n1)f = −ν sin θ1 · · · sin θnf
+(1− cos θn)
∑n−1
i=1
sin θ1 · · · sin θi
sin θi · · · sin θn cos θi
∂f
∂θi
−(1− cos θn) sin θ1 · · · sin θn−1 ∂f
∂θn
;
(20)
et, pour 1 ≤ i ≤ n− 1,
dIν(ni+1)f = −ν cos θi sin θi+1 · · · sin θnf
−(1− cos θn) sin θi
sin θi+1 · · · sin θn
∂f
∂θi
+(1− cos θn)
∑n−1
j=i+1
sin θi+1 · · · sin θj
sin θj · · · sin θn cos θi cos θj
∂f
∂θj
−(1− cos θn) cos θi sin θi+1 · · · sin θn−1 ∂f
∂θn
.
(21)
Remarque 3.1. — Dans ces formules, les notations du type
sin θ1 · · · sin θi
sin θi · · · sin θn
ou
sin θi+1 · · · sin θj
sin θj · · · sin θn , bien que peu e´le´gantes, permettent une meilleure lisibilite´
pour certaines valeurs de i ou de j. Il faut d’autre part noter que pour le cas
i = n−1, l’expression cos θi sin θi+1 . . . sin θn−1 se lit cos θn−1. Nous adopterons
cette convention dans toute la suite.
Nous avons donc entie`rement de´crit les repre´sentations de la se´rie sphe´rique
nonunitaire de l’alge`bre de Lie o(n+ 1, 1). Notre me´thode consiste a` identifier
Fλ(Sn) comme un module particulier de cette se´rie. Nous allons a` pre´sent
proce´der a` cette identification.
4. Preuve du the´ore`me 1.1
4.1. De´rive´e de Lie de degre´ λ en coordonne´es sphe´riques. — Effec-
tuons les changements de carte ne´cessaires pour e´tablir l’e´quivalence cherche´e.
4.1.1. Changement de carte dans o(n+1, 1). — En vue de notre de´monstration,
il nous faut e´crire les champs de vecteurs (2) de l’alge`bre de Lie conforme en
termes de coordonne´es sphe´riques, et en de´duire les expressions
LλX
(
f(θ1, . . . , θn)(dθ1 ∧ · · · ∧ dθn)λ
)
.
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Nous n’aurons en fait besoin que des expressions de X0 et des champs non
affines X¯i, pour 1 ≤ i ≤ n ; en effet des ve´rifications directes montrent que le
champ X0 engendre la sous-alge`bre a de dimension 1, et nous avons, avec la
repre´sentation adjointe dans o(n+ 1, 1),
adX0(Xi) = −Xi, adX0(X¯i) = +X¯i,
si bien que l’alge`bre de Lie nilpotente n =
∑
γ>0 gγ a pour ge´ne´rateurs les
champs X¯i, 1 ≤ i ≤ n.
Les coordonne´es ste´re´ographiques et sphe´riques sont lie´es par les relations
sn =
sin θ1 · · · sin θn
1− cos θn , sn−i =
cos θi sin θi+1 · · · sin θn
1− cos θn , 1 ≤ i ≤ n− 1.
Nous obtenons alors par des calculs directs
– X0 = − sin θn ∂
∂θn
;
– pour 1 ≤ i ≤ n− 1,
X¯n−i = −(1 + cos θn) sin θi
sin θi+1 sin θn
∂
∂θi
+(1 + cos θn)
∑n−1
j=i+1
sin θ1 · · · sin θj
sin θ1 · · · sin θi sin θj · · · sin θn cos θi cos θj
∂
∂θj
+(1 + cos θn)
sin θi · · · sin θn−1
sin θi
cos θi
∂
∂θn
;
– et enfin,
X¯n = (1 + cos θn)
∑n−1
i=1
sin θ1 · · · sin θi
sin θi · · · sin θn cos θi
∂
∂θi
+(1 + cos θn) sin θ1 · · · sin θn−1 ∂
∂θn
.
4.1.2. De´rive´e de Lie de degre´ λ. — Nous pouvons a` pre´sent de´crire les actions
LλX0 et L
λ
X¯i
, 1 ≤ i ≤ n en termes de coordonne´es sphe´riques : nous avons, en
appliquant (1),
LλX0 = − sin θn
∂
∂θn
− λ cos θn,
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l’ope´rateur cos θn du membre de droite e´tant un simple ope´rateur de multipli-
cation. De meˆme, pour 1 ≤ i ≤ n− 1,
Lλ
X¯n−i
= −(1 + cos θn) sin θi
sin θi+1 sin θn
∂
∂θi
+(1 + cos θn)
∑n−1
j=i+1
sin θ1 · · · sin θj
sin θ1 · · · sin θi sin θj · · · sin θn cos θi cos θj
∂
∂θj
+(1 + cos θn)
sin θi · · · sin θn−1
sin θi
cos θi
∂
∂θn
+λ
(
− (1 + cos θn) cos θi
sin θi+1 · · · sin θn
−(1 + cos θn)
∑n−1
j=i+1
sin θ1 · · · sin θj
sin θ1 · · · sin θi sin θj · · · sin θn cos θi sin θj
− sin θn cos θi sin θi · · · sin θn−1
sin θi
)
;
et enfin :
Lλ
X¯n
= (1 + cos θn)
∑n−1
i=1
sin θ1 · · · sin θi
sin θi · · · sin θn cos θi
∂
∂θi
+(1 + cos θn) sin θ1 · · · sin θn−1 ∂
∂θn
+λ
(
− (1 + cos θn)
∑n−1
i=1
sin θ1 · · · sin θi
sin θi · · · sin θn sin θi
− sin θ1 · · · sin θn
)
.
Nous sommes a` pre´sent a` meˆme de de´montrer l’identification de la de´rive´e de
Lie de degre´ λ a` la repre´sentation infinite´simale associe´e a` une repre´sentation
particulie`re de la se´rie sphe´rique nonunitaire du groupe SO0(n+1, 1), que nous
allons de´terminer.
De´finition 4.1. — Nous de´signons par C∞ν (Sn) le sous-module de L2(Sn)
forme´ des e´le´ments de classe C∞, muni de la repre´sentation dIndGMAN (0⊗ ν) =
dIν de g, et de la repre´sentation re´gulie`re a` gauche de K, donne´e par (3).
Nous nous proposons ici de de´montrer l’e´quivalence des g- etK-modules Fλ(Sn)
et C∞nλ(Sn).
4.2. Un re´sultat de cohomologie. — Pour les de´finitions cohomologiques,
on pourra consulter l’ouvrage [6] de M. Fuks.
Nous donnons avant tout un re´sultat ge´ne´ral, qui affirme que deux
repre´sentations de g qui diffe`rent de la de´rive´e de Lie par deux cocycles
cohomologues sont e´quivalentes (LX de´signe la de´rive´e de Lie le long du
champ X).
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Lemme 4.2. — Soient c1 et c2 ∈ H1(o(n+ 1, 1), C∞(Rn)). Nous avons
c¯1 − c¯2 = 0¯⇒ LX + c1 ∼= LX + c2.
En effet, par hypothe`se il existe ϕ ∈ C∞(Rn) tel que c1 − c2 = dϕ. Alors
l’application
ψ : Fλ(Sn) −→ Fλ(Sn)
f 7−→ eϕf
entrelace les actions LX + c1 et LX + c2 : nous avons c1(X) − c2(X) = LXϕ
pour tout X , de sorte que
LX + c2(X)(e
ϕf) = eϕLXf + LX(ϕ)f.e
ϕ + c2(X)fe
ϕ
= eϕ
(
LXf + LX(ϕ)f + c2(X)
)
= eϕ
(
LXf + c1(X)
)
,
ce qui de´montre le lemme 4.2.
Notre de´monstration de l’e´quivalence est base´e sur deux e´quivalences suc-
cessives.
4.3. Premie`re e´tape. — Notons tout d’abord Mν la repre´sentation de
l’alge`bre de Lie conforme sur Fλ(Sn) donne´e en coordonne´es sphe´riques par
l’action
MνX = LX + ν
∂Xn
∂θn
(on notera que λ n’intervient pas dans cette action). Une premie`re e´tape dans
notre de´marche est donne´e par le lemme suivant :
Lemme 4.3. — Les repre´sentations dIν et M
ν sont e´quivalentes.
En effet nous identifions les bases vectorielle et matricielle de o(n + 1, 1) par
la correspondance X0 7→ H , X¯n 7→ −n1 et X¯n−i 7→ −ni+1, 1 ≤ i ≤ n − 1,
si bien qu’a` l’aide des formules (19), (20) et (21), nous obtenons directement
pour tout X ∈ o(n+ 1, 1)
π ◦ dIν(X) =MνX ◦ π,
ou`
π : C∞ν (Sn) −→ Fλ(Sn)
f(θ1, . . . , θn) 7−→ f(θ1, . . . , θn−1, π + θn)(dθ1 ∧ · · · ∧ dθn)λ.
Il nous reste a` pre´sent a` de´montrer que les repre´sentations MνX et L
λ
X , qui
s’effectuent toutes deux sur Fλ(Sn), sont e´quivalentes si et seulement si ν = nλ.
Nous nous appuierons a` cet effet sur le lemme 4.2.
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4.4. Deuxie`me e´tape et e´quivalence. — Avant tout, constatons les deux
faits suivants, ve´rifie´s pour tout X =
∑
iX
i ∂
∂θi
de l’alge`bre de Lie o(n+1, 1) :
- LλX est du type LX + c1(X), avec c1(X) = λDivX , ou` DivX =
∑
i
∂X i
∂θi
;
- MνX est du type LX + c2(X), avec c2(X) = ν
∂Xn
∂θn
.
Nous avons donc avec ces notations
c1(X)− c2(X) = λ(DivX − ν
λ
∂Xn
∂θn
).
Nous allons a` pre´sent prouver que DivX − ν
λ
∂Xn
∂θn
est un cobord dans l’espace
de cohomologie H1(o(n+ 1, 1), C∞(Rn)). Nous prouvons pre´cise´ment que c’est
le cas si et seulement si ν = nλ.
Proposition 4.4. —
DivX − α∂X
n
∂θn
∈ 0¯ ∈ H1(o(n+ 1, 1), C∞(Rn)) ⇐⇒ α = n.
En effet, si nous e´crivons l’e´quation
Div(X)− α∂X
n
∂θn
= dϕ(X)(22)
pour chaque e´le´ment X de o(n+ 1, 1), nous obtenons les n+ 1 e´quations suiv-
antes :
– pour X = X¯n,
(α− 1) sin θ1 · · · sin θn − (1 + cos θn)
∑n−1
i=1
sin θ1 · · · sin θi
sin θi · · · sin θn sin θi
= (1 + cos θn)
(∑n−1
i=1
sin θ1 · · · sin θi
sin θi · · · sin θn cos θi
∂ϕ
∂θi
+ sin θ1 · · · sin θn−1 ∂ϕ
∂θn
)
;
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– pour les X¯n−i, 1 ≤ i ≤ n− 1, nous avons n− 1 e´quations indexe´es par i :
(α− 1) cos θi sin θi+1 · · · sin θn
−(1 + cos θn)
( cos θi
sin θi+1 · · · sin θn
+
∑n−1
j=i+1
sin θ1 · · · sin θj
sin θ1 · · · sin θi sin θj · · · sin θn cos θi sin θj
)
= (1 + cos θn)
(
− sin θi
sin θi+1 · · · sin θn
∂ϕ
∂θi
+
∑n−1
j=i+1
sin θ1 · · · sin θj
sin θ1 · · · sin θi sin θj · · · sin θn cos θi cos θj
∂ϕ
∂θj
+cos θi sin θi+1 · · · sin θn−1 ∂ϕ
∂θn
)
;
(23)
– enfin, pour X = X0,
(α− 1) cos θn = − sin θn ∂ϕ
∂θn
.
Le syste`me line´aire forme´ de ces n + 1 e´quations admet une unique solution
donne´e par 

∂ϕ
∂θk
= − k − 1
tan θk
, k = 1, . . . , n
α = n.
En effet, pour re´soudre ce syste`me nous pouvons proce´der de la fac¸on suivante :
– Appelons S1 le syste`me donne´ ci-dessus, et nume´rotons de (1) a` (n + 1)
les e´quations, dans l’ordre de´crit : ainsi, l’e´quation (1) est obtenue en
appliquant l’e´quation (22) au champ X¯n, et pour i variant de 2 a` n,
l’e´quation (i) est obtenue en appliquant cette e´quation (22) au champ
X¯n−i+1. Enfin, l’e´quation (n + 1) est obtenue par ce meˆme proce´de´, au
moyen du champ X0.
1. Multiplions l’e´quation (1) par cos θ1, et soustrayons au re´sultat
obtenu le produit de l’e´quation (2) par sin θ1 : nous obtenons
∂ϕ
∂θ1
=
0.
2. Multiplions l’e´quation (1) par sin θ1, et additionnons au re´sultat
obtenu le produit de l’e´quation (2) par cos θ1 : nous obtenons une
nouvelle e´quation, ou` ne figurent plus les termes ou` apparaissait
l’angle θ1. Nous construisons alors un syste`me S2, compose´ de n
e´quations nume´rote´es de (2) a` (n + 1), ou` cette nouvelle e´quation
porte le nume´ro (2), et les autres e´quations sont inchange´es par
rapport au syste`me S1.
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– Re´pe´tons le proce´de´ de´crit ci-dessus, permettant, pour i de (1) a` (n− 1),
de passer du syste`me Si au syste`me Si+1 : dans Si, les e´quations sont
nume´rote´es de (i) a` (n+ 1). On proce`de en deux temps :
a. (i) cos θi − (i + 1) sin θi ⇐⇒ ∂ϕ
∂θi
= − i− 1
tan θi
;
b. (i) sin θi + (i + 1) cos θi est l’e´quation (i + 1) du nouveau syste`me
Si+1.
Explicitement, l’e´quation (i) du syste`me Si est la suivante :
(α − 1) sin θi · · · sin θn − (1 + cos θn)
( sin θi
sin θi+1 · · · sin θn +
i− 1
sin θi · · · sin θn
+
∑n−1
j=i+1
sin θ1 · · · sin θj
sin θ1 · · · sin θi sin θj · · · sin θn sin θi sin θj
)
= (1 + cos θn)
( cos θi
sin θi+1 · · · sin θn
∂ϕ
∂θi
+
∑n−1
j=i+1
sin θ1 · · · sin θj
sin θ1 · · · sin θi sin θj · · · sin θn sin θi cos θj
∂ϕ
∂θj
+sin θi · · · sin θn−1 ∂ϕ
∂θn
)
,
et l’e´quation (i+ 1) du syste`me Si est simplement (23).
Nous ve´rifions alors facilement par re´currence les assertions a. et b.
ci-dessus.
– Le syste`me Sn s’e´crit enfin
(α− 1) sin θn − (1 + cos θn)n− 1
sin θn
= (1 + cos θn)
∂ϕ
∂θn
(α− 1) cos θn = − sin θn ∂ϕ
∂θn
et ce dernier syste`me admet clairement une solution unique, donne´e par
∂ϕ
∂θn
= − n− 1
tan θk
et α = n.
Le syste`me S1 est ainsi re´solu, et la proposition 4.4 est de´montre´e.
Ainsi en appliquant le lemme 4.2, nous avons de´montre´ que les g-modules
Fλ(Sn) et C∞nλ(Sn) sont isomorphes. Il est de plus clair que cet isomorphisme
est compatible avec l’action de K, puisque l’action du groupe K est donne´e
sur chaque espace par la meˆme repre´sentation re´gulie`re a` gauche. Ainsi, si nous
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de´signons par ϕ l’isomorphisme de g-modules de Fλ(Sn) vers C∞ν (Sn), il vient
imme´diatement
ϕ(k.(f(θ1, . . . , θn)(dθ1 ∧ · · · ∧ dθn)λ)) = k.ϕ(f(θ1, . . . , θn)dθ1 ∧ · · · ∧ dθn)λ),
pour tout k ∈ K.
Le the´ore`me 1.1 est donc de´montre´. Nous e´crivons
LλX
∼= dIndGMAN (0⊗ nλ)(X).
Nous de´crivons a` pre´sent en de´tail les (g,K)-modules de la se´rie sphe´rique
nonunitaire, dans le but de leur identifier ceux de Fλ(Sn).
5. (g, K)-modules simples de la se´rie sphe´rique nonunitaire
Nous devons avant tout donner des indications pre´cises sur les repre´sentations
du groupe K = SO(n+1). Deux cas sont a` conside´rer, selon la parite´ de n+1.
Nous ne donnons les de´tails que pour n+1 = 2k, le travail e´tant similaire pour
n+ 1 impair.
Les notations utilise´es dans tout ce qui suit sont celles utilise´es par
M. Guichardet dans ([8], appendice B.10).
5.1. Poids et repre´sentations de SO(n+1). — Nous posons ici n+1 =
2k, c’est a` dire k = [n+12 ], ou` [p] est la partie entie`re de p.
Rappelons avant tout la de´finition des racines et poids : Soit g une alge`bre de
Lie semi-simple, et h une sous-alge`bre de Cartan de g.
- On dit que α ∈ h∗ est une racine de (g, h) si le sous-espace gα de´fini par
gα = {X ∈ g : [H,X ] = α(H)X ∀H ∈ h}
est non re´duit a` {0}.
- On dit que λ ∈ h∗ est un poids d’une repre´sentation τ de g sur un espace
V si le sous-espace Vλ de´fini par
Vλ = {v ∈ V : τ(H)v = λ(H)v ∀H ∈ h}
est non re´duit a` {0}. Ainsi, une racine de (g, h) est un poids pour la
repre´sentation adjointe dans g.
En ce qui nous concerne, prenons d’abord une base de l’alge`bre k = o(n+1)
et notamment d’une sous alge`bre de Cartan : cette sous-alge`bre de Cartan h
est engendre´e par les e´le´ments
Hr = i(E2r−1,2r − E2r,2r−1), r = 1, 2, . . . , k.
Conside´rons les applications line´aires sur cette sous-alge`bre de Cartan donne´es
par
εr(λ1H1 + · · ·+ λkHk) = λr.
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Les racines de (o(n+ 1), h) sont, pour 1 ≤ r < s ≤ k, les applications
εr − εs, εr + εs, −εr + εs, −εr − εs.
Nous ne donnons pas les e´le´ments et sous-espaces radiciels, inutiles ici.
- Les racines positives sont εr − εs, εr + εs.
- La plus grande racine est ε1 + ε2 (poids dominant de la repre´sentation
adjointe.)
- Les poids fondamentaux (Z-base du re´seau des poids) sont
̟r = ε1 + ε2 + · · ·+ εr, r = 1, . . . , k − 2;
̟k−1 =
1
2 (ε1 + ε2 + · · ·+ εk−1 − εk);
̟k =
1
2 (ε1 + ε2 + · · ·+ εk−1 + εk).
Par conse´quent si un poids Λ s’e´crit
Λ =
k∑
i=1
λi̟i =
k∑
i=1
µiεi, λi ∈ Z,
nous aurons
λ1 = µ1 − µ2, λ2 = µ2 − µ3, . . . , λk−1 = µk−1 − µk, λk = µk−1 + µk.
Λ est un poids dominant si et seulement si tous les λi sont positifs, ce qui nous
donne
µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µk−1 ≥ |µk|.
Les µi sont entiers ou demi-entiers non entiers. Ces poids dominants sont aussi
ceux du groupe Spin(2k), reveˆtement universel a` deux feuillets de SO(2k). Ceux
de SO(2k) sont obtenus avec les µi tous entiers.
Une repre´sentation est caracte´rise´e par son plus haut poids, et ce dernier est
force´ment un poids dominant. Ainsi une repre´sentation de SO(2k) est note´e
Dm1,...,mk , avec |m1| ≤ m2 ≤ · · · ≤ mk−1 ≤ mk,
ou` nous avons note´ m1 = µk, m2 = µk−1, . . .mk = µ1.
De meˆme, dans le cas ou` n+ 1 est impair, n+ 1 = 2k+ 1, on de´montre que
pour une repre´sentation de SO(2k + 1) on peut noter
Dm1,...,mk , 0 ≤ m1 ≤ m2 ≤ · · · ≤ mk−1 ≤ mk.
5.2. (g, K)-modules. — Nous donnons tout d’abord quelques indications
concernant les (g,K)-modules, dont on pourra trouver les de´tails dans l’ouvrage
[11] de M. Knapp par exemple.
Il convient tout d’abord de remarquer que Fλ(Sn) satisfait aux conditions de
de´finition d’un (g,K)-module donne´es en introduction de cet article, si ce n’est
que tout vecteur de cet espace n’est pas force´ment K-fini : en effet, nous avons
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une repre´sentation (analytique) que nous notons π de G = SO0(n + 1, 1) ⊂
Diff(Sn). D’autre part dans G nous avons
kexp(tX)k−1 = exp(Adk · tX)
pour tous k ∈ K, t ∈ R, X ∈ g (voir par exemple [1], par. 6, cor. 2). En
prenant la de´rive´e en t = 0 de π(kexp(tX)k−1) · v, la diffe´rentielle dπ : g −→
End(Fλ(Sn)) est telle que l’on obtient
dπ(Ad(k) ·X) · v = k · (dπ(X) · (k−1 · v)).
LorsqueK agit au moyen d’ope´rateurs unitaires la repre´sentation π de G re-
streinte a` K se de´compose en somme directe orthogonale d’espaces sur lesquels
elle est irre´ductible, et la multiplicite´ de chaque repre´sentation est bien de´finie :
π|K ∼=
∑
τ∈Kˆ
nτ τ(24)
ou` Kˆ est l’ensemble des classes d’e´quivalence des repre´sentations irre´ductibles
de K et ou` chaque multiplicite´ nτ est un entier positif ou est +∞. Un vecteur
d’un de ces irre´ductiblesK-espaces estK-fini, de sorte que l’espace des vecteurs
K-finis est dense dans E. Les classes d’e´quivalence τ dans (24) de multiplicite´
non nulle sont appele´es les K-types de π, et nττ est la composante isotypique
de type τ .
Une telle repre´sentation π est dite admissible si π(K) ope`re par des ope´rateurs
unitaires et si chaque τ dans Kˆ est de multiplicite´ finie.
Nous allons voir que c’est le cas pour ce qui nous concerne : M. Vilenkin
a de´montre´ dans [15] que la repre´sentation re´gulie`re a` gauche de SO(n + 1)
est unitaire pour le produit scalaire usuel dans L2(Sn) et se de´compose en la
somme directe
H(K) =
⊕
Hn+1,m, m ∈ N
des sous K-modules Hn+1,m des polynoˆmes harmoniques homoge`nes en les co-
ordonne´es carte´siennes, chacun de ces sous-modules e´tant simple (excepte´ pour
le cas n = 1 ou`H2,m est somme directe de deux sous-modules simples de dimen-
sion 1, du fait du caracte`re abe´lien de SO(2)), et de multiplicite´ 1. L’isomor-
phisme donne´ par le the´ore`me 1.1 nous montre donc que notre repre´sentation
est admissible, a` condition bien suˆr d’avoir prouve´ que les Hn+1,m de´crivent de
manie`re exhaustive l’espace des vecteurs K-finis.
5.3. (g, K)-modules pour IndG
MAN
(0⊗ν+ρ). — Afin que nos notations
soient en accord avec celles donne´es dans ([8], appendice B.10), nous e´tudions la
repre´sentation induite par le caracte`re aρ+ν de A et non aν comme nous l’avions
fait auparavant. Ainsi, nous e´tudions les vecteurs K-finis de la repre´sentation
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IndGMAN (0⊗ ν + ρ), et non IndGMAN (0⊗ ν). Il convient de noter de´s a` pre´sent
que nous avons de´montre´ l’e´quivalence
LλX
∼= dIndGMAN (0⊗ nλ)(X).
Aussi nous faudra-t-il remplacer ν + ρ par nλ dans les re´sultats qui suivent.
Notons E0,ν le (g,K)-module des vecteurs K-finis de Ind
G
MAN (0 ⊗ ν + ρ).
Nous avons
E0,ν |K =
⊕
D0,...,0,m,
∣∣∣∣m ∈ N pour n > 1m ∈ Z pour n = 1(25)
Remarque 5.1. — Nous utilisons la proprie´te´ fondamentale E∗0,ν
∼= E0,−ν
(dual K-fini).
5.3.1. Re´sultats pour G = SO0(2, 1). — Nous re´fe´rant a` ([8], appendice B.10),
nous posons n1 = +∞, et interpre´tons les re´sultats donne´s pour n = 2k.
Suite de composition de E0,ν :
E0,ν est simple ssi ν 6∈ 12 + Z. Dans le cas contraire, il admet trois sous-
quotients simples note´s E00,ν , E
+
0,ν , E
−
0,ν . Leurs restrictions a` K sont les suiv-
antes :
- L’entier m de E00,ν est caracte´rise´ par |m| ≤ |ν| − 12 .
- Celui de E±0,ν par |ν|+ 12 ≤ ±m.
- E00,ν est un sous-module de E0,ν si ν < 0, et un quotient si ν > 0.
- Les trois sous-quotients donne´s ci-dessus sont des (g,K)-modules simples.
- Les sous-modules de dimension finie de E0,ν sont les E
0
0,ν , pour ν < 0.
Les modules unitaires sont :
- E0,ν pour ν imaginaire pur (se´rie principale unitaire).
- E0,ν pour ν ∈]0, 12 [ (se´rie comple´mentaire).
- E0
0, 1
2
.
- E±0,ν pour ν ∈ 12 + Z (se´rie discre`te).
5.3.2. Re´sultats pour G = SO0(n+ 1, 1), n > 1. — Utilisant les meˆmes nota-
tions, nous constatons que les cas n+ 1 = 2k et n+ 1 = 2k + 1 donnent pour
ce qui nous concerne les meˆmes re´sultats, qui sont les suivants :
Suite de composition de E0,ν :
- Si n est pair, E0,ν est simple ssi ν 6∈ Z ou ν = ±(0, 1, . . . , n2 − 1) ;
- Si n est impair, E0,ν est simple ssi ν 6∈ 12 + Z ou ν = ±(12 , 32 , . . . , n2 − 1) ;
Dans le cas contraire, c’est a` dire si ν = ±(n2 , n2 + 1, . . . ), il admet deux sous-
quotients simples note´s E00,ν et E
×
0,ν . L’entier m de E
0
0,ν est caracte´rise´ par
m ≤ |ν| − k + 12 , et celui de E×0,ν par m ≥ |ν| − k + 32 .
E00,ν est un sous-module de dimension finie de E0,ν si ν < 0, et un quotient
si ν > 0, et on obtient ainsi les sous-(g,K) -modules de E0,ν .
Les modules unitaires sont les suivants :
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- E0,ν pour ν imaginaire pur (se´rie principale unitaire).
- E0,ν pour ν ∈]0, n2 [ (se´rie comple´mentaire).
- E00,n
2
.
De cette classification exhaustive des (g,K)-modules simples et unitaires de
IndGMAN (0 ⊗ ν + ρ), nous allons de´duire la classification inhe´rente au module
Fλ(Sn).
6. Preuve du the´ore`me 1.2
A l’aide du the´ore`me 1.1, nous pouvons identifier les vecteurs K-finis de
Fλ(Sn) a` ceux de C∞ν (Sn) , de la manie`re suivante :
6.1. VecteursK-finis. — Nous utilisons les notations donne´es pre´ce´demment.
Posons
Hn+1,m = { Pm(x0, . . . , xn)
(x20 + · · ·+ x2n)
m
2
+λn+1
2
} ∈ C∞−λ(n+1)(Rn+1),
ou` Pm de´crit l’ensemble des polynoˆmes harmoniques et homoge`nes de degre´ m
en les coordonne´es x0, . . . , xn.
Hn+1,m est conside´re´ comme sous-espace de Fλ(Sn) a` l’aide du “rele`vement”
(4). Nous conside´rons cet espace comme K-module, i.e. comme SO(n + 1)-
module, avec la repre´sentation re´gulie`re (k0 · f)(k) = f(k−10 k). Le K-module
Hn+1,m est simple pour n > 1, et pour n = 1, il est la somme directe de deux
K-modules simples, note´s Hm et H−m, engendre´s respectivement par l’e´le´ment
(x0 + ix1)
m(x20 + x
2
1)
−m
2
−λ, et par son conjugue´.
Des ve´rifications directes (voir par exemple [7], the´ore`me 5.2.4, ou encore
[11], page 89) montrent les faits suivants :
– Si n = 1, H±m ∼= D±m ;
– Si n > 1,Hn+1,m est unK-module de plus haut poidsmε1, avec l’e´le´ment
primitif
ψ1m =
(x0 + ix1)
m
(x20 + · · ·+ x2n)
m
2
+λn+1
2
.
Ainsi Hn+1,m ∼= D0,...,0,m.
Posons
H(K) =
⊕
m
Hn+1,m
Nous savons que l’espace des vecteurs K-finis de la repre´sentation induite
IndGMAN (0⊗ ν+ ρ) est donne´ par (25). Par l’e´quivalence de´montre´e, nous pou-
vons e´nonc¸er le re´sultat suivant :
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Proposition 6.1. — Le (g,K)-module des vecteurs K-finis de l’espace des
densite´s tensorielles sur la sphe`re est isomorphe a` l’espace H(K) des polynoˆmes
harmoniques en les coordonne´es carte´siennes sur la sphe`re.
6.2. Classification. — Nous achevons au moyen des re´sultats pre´ce´dents la
de´monstration du the´ore`me 1.2 :
– Cas n = 1 : E00,ν =
⊕
|m|≤|ν|− 1
2
Hm. Cet espace est un sous-module
simple de dimension finie pour ν ∈ 12 − N. Ainsi, si ν = − 12 − l, l ∈ N,
nous avons ν + ρ = −l (pour SO0(n + 1, 1), ρ = n2 ), d’ou` |m| ≤ |ν| −
1
2 ⇐⇒ |m| ≤ l. Par conse´quent nous obtenons le sous-(g,K)-module
simple de dimension finie qui est la somme directe de K-modules simples⊕
|m|≤lHm pour λ = −l, dans Fλ(S1), ce qui correspond a` l’ensemble
des polynoˆmes harmoniques homoge`nes de degre´ ≤ l en les coordonne´es
carte´siennes x0, x1.
De la meˆme fac¸on, les autres sous-(g,K)-modules simples sont obtenus
pour λ = l, l ∈ N∗, et sont les sous-espaces donne´s par E+0,ν |K =⊕
l≤mHm et E
−
0,ν |K =
⊕
−m≤−lH−m. Remarquons que la somme di-
recte de E+0,ν et E
−
0,ν est l’ensemble des polynoˆmes harmoniques de degre´
≥ l.
– Cas n > 1 :
- Si ν = −n2 − l, l ∈ N, ce qui e´quivaut a` ν + ρ = −l, il existe un
unique sous-(g,K)-module simple de H(K), de dimension finie, donne´
par le sous-espace E00,ν |K =
⊕
m≤|ν|−n
2
Hn+1,m. Ce sous-(g,K)-module
de Fλ(Sn) est donc donne´, pour l+nλ = 0, par l’ensemble des polynoˆmes
harmoniques homoge`nes de degre´ ≤ l en les coordonne´es carte´siennes (en
effet m ≤ |ν| − n2 ⇐⇒ m ≤ −nλ).
- Si ν = n2 + l, l ∈ N, ce qui e´quivaut a` ν + ρ = l + n, on obtient
un unique sous-(g,K)-module simple de dimension infinie, qui est l’es-
pace des polynoˆmes harmoniques homoge`nes de degre´ ≥ l + 1 ; ce cas
correspond a` la valeur nλ = l + n ⇐⇒ λ = 1 + l/n.
Il reste a` traduire les conditions d’unitarisabilite´ de chacun ce ces
(g,K)-modules. Nous obtenons facilement les re´sultats du the´ore`me 1.2,
en interpre´tant les re´sultats de classification des (g,K)-modules pour
IndGMAN (0 ⊗ ν + ρ) avec l’e´galite´ ν + ρ = nλ. Par exemple, l’assertion
ν ∈] − n2 , n2 [\{0} e´quivaut a` ν + ρ ∈]0, n[\{n2 }, c’est a` dire λ ∈]0, 1[\{ 12}. Les
autres assertions d’unitarisabilite´ s’obtiennent de la meˆme manie`re.
Le the´ore`me 1.2 est de´montre´.
Remarque 6.2. — Le cas n = 1 peut eˆtre de´duit directement de la classi-
fication des repre´sentations de SL(2,R) : adoptant la de´marche de M. Lang
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dans [12], il convient a` cet effet d’observer que l’espace des vecteurs K-finis de
Fλ(S1) est la somme
⊕
H2l, l ∈ Z, ou` Hm est l’espace de la repre´sentation de
SO(2) ⊂ SL(2,R) de caracte`re
χm :
[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ
]
7→ eimθ.
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